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Resumen 
El objetivo de esta investigación es caracterizar grados de desarrollo de la 
competencia docente “mirar con sentido” el pensamiento matemático de los 
estudiantes en el ámbito específico de la derivada de una función en un punto. A partir 
de los resultados de las investigaciones previas sobre la derivada diseñamos un 
cuestionario formado por tres tareas a partir de las respuestas de estudiantes a 3 
problemas sobre el concepto de derivada en un punto. Los resultados han permitido 
generar descriptores de niveles de desarrollo de la competencia docente “mirar con 
sentido” el pensamiento matemático de los estudiantes. Estos resultados aportan 
información para el diseño de intervenciones en la formación de profesores de 
matemáticas que tengan como uno de sus objetivos el desarrollo de la competencia 
docente “mirar con sentido” el pensamiento matemático de los estudiantes. 
Abstract 
The goal of this study is to characterize pre-service mathematics teacher’s 
professional noticing of secondary school students’ mathematical thinking in the case of 
derivative of a function at a point. We designed a test with three tasks taking into 
account previous research about secondary school students’ understanding of 
derivative. The analysis has allowed building a framework for the development of pre-
service teachers’ professional noticing of students’ mathematical thinking. These 
findings have implications for the design of mathematics teacher education programs 
with a specific focus on the development of pre-service teachers’ professional noticing 
of students’ mathematical thinking. 
Palabras clave: Mirada profesional, pensamiento matemático de los estudiantes, 
niveles de desarrollo. 
Key words: Professional noticing, student’ mathematical thinking, levels of 
development. 
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La competencia docente “mirar con sentido el pensamiento matemático de los 
estudiantes”. 
En los últimos años las investigaciones sobre el desarrollo profesional del 
profesor de matemáticas han subrayado la importancia de la competencia docente 
“mirar con sentido” (professional noticing) la enseñanza-aprendizaje de las matemáticas 
(Mason, 2002; Sherin, Jacobs, Philipp, 2010; van Es y Sherin, 2002). Esta competencia 
docente permite al profesor de matemáticas ver las situaciones de enseñanza-
aprendizaje de una manera profesional que lo diferencia de la manera de mirar de 
alguien que no es profesor de matemáticas. Aunque en los últimos años esta 
competencia ha sido conceptualizada desde diferentes perspectivas, la idea común que 
subyace a estos planteamientos es subrayar la manera en la que los profesores 
interpretan las situaciones de enseñanza de las matemáticas. Mason (2002) indica como 
una característica de esta competencia docente el que el  profesor sea consciente de 
cómo interpreta las situaciones de enseñanza-aprendizaje, mirando, de una manera 
estructurada, lo que puede ser relevante. Por otra parte, Van Es y Sherin (2002) 
caracterizan esta competencia docente como el ser capaz de identificar aspectos 
relevantes en una situación de enseñanza y usar el conocimiento sobre el contexto para 
interpretarlos, realizando conexiones a principios e ideas más generales sobre la 
enseñanza-aprendizaje de las matemáticas.  
Una de las tareas relevantes para el profesor en las situaciones de enseñanza es 
interpretar  el pensamiento matemático de los estudiantes (Jacobs, Lamb y Philipp, 
2010). Jacobs et al. (2010) conceptualizan esta competencia considerando tres destrezas 
interrelacionadas: 
x identificar las estrategias usadas por los estudiantes 
x interpretar la comprensión puesta de manifiesto por los estudiantes 
x decidir cómo responder teniendo en cuenta la comprensión puesta de 
manifiesto por los estudiantes 
Recientemente el énfasis se sitúa en caracterizar y comprender el desarrollo de 
esta competencia en estudiantes para profesor en dominios matemáticos específicos 
(Fernández, Valls y Llinares, 2011; Fernández, Llinares y Valls, 2011 a y b; 2012) 
planteándonos preguntas como  
x En qué medida los estudiantes para profesor identifican los elementos 
matemáticos que utilizan los estudiantes en la resolución de tareas 
x Cómo los estudiantes para profesor interpretan las respuestas de los 
estudiantes 
x De qué manera las decisiones de acción que los estudiantes para profesor 
plantean tienen en cuenta la manera en la que los estudiantes parecen 
comprender las nociones matemáticas 
El planteamiento de estas cuestiones de investigación se apoya en la existencia de 
síntesis de resultados de investigación sobre el aprendizaje de los estudiantes que son 
referencia para el diseño de los instrumentos y para los análisis generados en esta  
agenda de investigación. 
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Las características de la comprensión de los estudiantes del concepto de derivada 
Un dominio de investigación  que ha estado aportando resultados relevantes sobre 
cómo los estudiantes comprenden las nociones matemáticas es el Cálculo (Ferrini-
Mundy y Graham, 1994; Tall, 1990) y dentro de este dominio el concepto de derivada 
(Asiala, Cottrill, Dubinsky y Schwingendorf, 1997; Baker, Cooley y Trigueros, 2000; 
Sánchez-Matamoros, García y Llinares, 2006; García, Llinares y Sánchez-Matamoros, 
2011). 
Estas investigaciones han mostrado la dificultad que tienen los estudiantes de 
bachillerato en la construcción de los significados y relaciones de los diferentes 
elementos matemáticos que configuran el concepto de derivada en un punto. Además 
han indicado que los sistemas de representación son considerados como medios que 
ayudan a los estudiantes a dotar de significado a los conceptos. Diversas investigaciones 
han mostrado que los estudiantes pueden realizar tareas sobre la derivada en un punto en 
un modo de representación pero tener dificultades con otro modo de representación. 
Esto es debido a que los estudiantes consideran los modos de representación 
separadamente sin ser capaces de establecer relaciones entre ellos.  Por ejemplo, los 
estudiantes pueden hacer uso de la noción de derivada como pendiente de la recta 
tangente (gráfico) o como razón de cambio (analítico) sin establecer ningún tipo de 
relación entre ambas. Este hecho subraya la importancia que tiene la coordinación entre 
los diferentes modos de representación en la comprensión del concepto.  
Con estas referencias previas en esta investigación nos centramos en caracterizar 
en estudiantes para profesor la competencia “mirar con sentido” el pensamiento 
matemático de los estudiantes en el ámbito específico de la derivada de una función en 
un punto. Las preguntas de investigación planteadas son: 
x ¿Qué elementos matemáticos de la derivada de una función en un punto y 
sus relaciones utilizados por los estudiantes de Bachillerato durante la 
resolución de problemas son identificados por los estudiantes para profesor? 
x ¿Cómo los futuros profesores interpretan la comprensión de los estudiantes 
del concepto de derivada de una función en un punto?  
x ¿Qué decisiones de acción proponen? 
Método 
Participantes y contexto 
En esta investigación han participado 30 estudiantes del máster de profesorado de 
educación secundaria (EPPs), especialidad de matemáticas, de las Universidades de 
Alicante y Sevilla. Estos estudiantes provienen de distintas licenciaturas. 
Instrumento 
A partir de los resultados de investigaciones previas sobre la comprensión de la 
derivada diseñamos un cuestionario formado por tres tareas (figura 1). Cada tarea 
consistía en las respuestas de un estudiante de 1º Bachillerato a tres problemas de 
derivada en un punto, y extractos de la entrevista en los que el estudiante explicaba 
como había resuelto cada problema, estos datos fueron extraídos de trabajos anteriores 
(Sánchez-Matamoros, 2004), las tareas se completaban con tres cuestiones a las que los 
EPPs tenían que responder:  
. Describe cómo ha resuelto el estudiante X cada problema, indicando los elementos del 
concepto de derivada utilizados y si el procedimiento usado es adecuado y por qué. 
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. A partir de las descripciones de cómo el estudiante ha realizado los tres problemas, 
¿es posible identificar alguna característica de cómo el estudiante X comprende el 
concepto de derivada de una función en un punto? 
. Considerando la comprensión de derivada de la función en un punto del estudiante X 
mostrada en la resolución de los problemas, si fueras su profesor, ¿qué harías para 
mejorar esta comprensión? 
Los problemas usados en el diseño de las tareas mostraban diferentes 
elementos matemáticos del concepto de derivada de una función en un punto en 
diferentes modos de representación. La figura 2 recoge los tres problemas usados, 
los elementos matemáticos que lo configuran y los modos de representación 
considerados. 
 
 
Figura 1. Estructura de una tarea  
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Figura 2. Elementos matemáticos en la resolución de los problemas del cuestionario 
 
Las respuestas de los 3 estudiantes a estos problemas fueron seleccionadas 
teniendo en cuenta los niveles de comprensión del concepto de derivada obtenidos en 
las investigaciones previas (Sánchez-Matamoros, García y Llinares, 2006; García, 
Llinares y Sánchez-Matamoros, 2011):  
x Nivel INTRA: El estudiante usa elementos de la derivada de una función en 
un punto en algunos de los modos de representación y no es capaz de 
relacionarlos cuando resuelve los problemas. 
x Nivel INTER: El estudiante usa elementos de la derivada de una función en 
un punto en algunos de los modos de representación y es capaz de 
relacionarlos cuando resuelve los problemas.  
x Nivel TRANS: El estudiante usa todos los elementos de la derivada de una 
función en un punto tanto en modo analítico como gráfico y en su 
aproximación numérica relacionándolos cuando resuelve los problemas. 
La Figura 3 muestra parte de una de las tareas del cuestionario (respuesta del 
estudiante 2 al problema 3, más extracto de entrevista).  
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Figura 3. Ejemplo del problema 3 del cuestionario 
 
Análisis 
El análisis se ha realizado en dos fases. En la primera fase se analizaron  las 
respuestas de cada EPPs a cada una de las tres preguntas del cuestionario.  
El análisis de la respuesta a la primera pregunta tenía como objetivo ver en qué 
medida los EPPs identificaban los elementos matemáticos usados por los estudiantes de 
bachillerato. En el análisis de la segunda pregunta considerábamos en qué medida los 
EPPs identificaban o no las características de la comprensión de los estudiantes de 
bachillerato teniendo en cuenta las características de los niveles de comprensión de la 
derivada en un punto identificados (Sánchez-Matamoros, García y Llinares, 2008; 
García, Llinares y Sánchez-Matamoros, 2011). Por último, para el análisis de la tercera 
pregunta categorizamos las acciones de enseñanza que proponían  los EPPs de manera 
inductiva. 
La segunda fase del análisis tenía como objetivo generar descriptores de diferentes 
grados de desarrollo de la competencia docente “mirar con sentido” el pensamiento 
matemático de los estudiantes en el ámbito de la derivada de una función en un punto. 
Para ello, consideramos conjuntamente los elementos matemáticos y las características 
de la compresión de cada estudiante que los EPPs habían identificado. A partir de estos 
descriptores de los niveles de desarrollo de la competencia docente, asignamos un nivel 
para cada uno de los estudiantes para profesor. 
Resultados 
En primer lugar presentamos los elementos matemáticos que los estudiantes para 
profesor identificaron y cómo eran usados para interpretar las resoluciones de los 
problemas de los estudiantes (identificar, interpretar y decisiones de acción).  En 
segundo lugar, presentamos los descriptores generados para los niveles de desarrollo de 
la competencia docente. 
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x Identificar 
No todos los EPPs fueron capaces de mencionar explícitamente en su discurso los 
elementos matemáticos de la función derivada en un punto en los distintos modos de 
representación y las relaciones entre ellos que eran necesarios para describir las 
respuestas dadas por los estudiantes. 6 EPPs identificaron los elementos matemáticos 
cuando se usaba el modo de representación gráfico, 2 EPPs cuando se usaba el modo 
analítico, 4 EPPs cuando se usaban los modos analítico y gráfico y 3 en modos 
numérico y gráfico. Por último, 13 EPPs identificaron los diferentes elementos 
matemáticos en todos los modos de representación.    
Por ejemplo, un EPPs (CML) identificó los diferentes elementos matemáticos en 
todos los modos de representación. En la descripción de la resolución del problema 1 
del estudiante 2, mencionó explícitamente los elementos del modo analítico que son 
pertinentes (figura 4). En la descripción de la resolución del problema 2 del estudiante 
2, hace mención explícita al elemento matemático de la interpretación geométrica de la 
función derivada en un punto (modo gráfico). Por último, hace mención explícita de la 
igualdad de los límites laterales del cociente incremental, elemento matemático 
analítico-numérico, en la resolución del problema 3 del estudiante 2 (figura 4).  
 
 
Figura 4. Respuesta de CML a la primera pregunta del cuestionario 
x Interpretar: características de la comprensión 
Igual que en el caso anterior no todos los EPPs fueron capaces de identificar las 
características de los diferentes niveles de comprensión que mostraban los estudiantes. 
Para responder a esta pregunta los EPPs debían considerar conjuntamente las respuestas 
de los 3 estudiantes de bachillerato a los tres problemas e intentar identificar algún rasgo 
característico en su comportamiento. 8 EPPs no fueron capaces de caracterizar la 
comprensión de los estudiantes, 9 EPPs fueron capaces de identificar los rasgos 
característicos de la comprensión de los estudiantes que estaban en el nivel INTRA de 
desarrollo de la comprensión de la función derivada en un punto. 1 EPPs identificó solo 
las características de la comprensión que reflejaba el nivel INTRA e INTER en las 
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resoluciones de los estudiantes y 9 identificaron las características de la comprensión 
que reflejaba el nivel INTRA y TRANS. Por último, 3 EPPs fueron capaces de 
reconocer las características de los diferentes niveles de desarrollo de la comprensión 
(INTRA, INTER y TRANS).   
Por ejemplo, el discurso generado por CML mostraba que era capaz de reconocer 
la diferencia de comprensión de dos estudiantes, si bien no reconoce la del tercer 
estudiante al considerar CML que las aproximaciones se han de realizar con más de dos 
valores. Del estudiante 1 reconoce que solo es capaz de usar los elementos de la 
derivada de una función en un punto en modo analítico pero no los diferentes elementos 
del modo gráfico y numérico (características del nivel INTRA). Del estudiante 2 no 
identifica que es capaz de usar y relacionar todos los elementos matemáticos en tres 
modos de representación (características del nivel TRANS) ya que para CML la 
aproximación se debe realizar con más de dos puntos. Por último, en relación al 
estudiante 3 identifica que solo es capaz de hacer uso de los elementos en los modos 
analítico y numérico (características del nivel INTER), poniendo de manifiesto que el 
estudiante 3 no es capaz de relacionar la derivada de una función en un punto con la 
pendiente de la recta tangente. 
 
Figura 5. Respuesta de CML a la segunda pregunta del cuestionario  
x Decisiones de acción 
El análisis inductivo realizado de las respuestas dadas por escrito por los EPPs a la 
tercera pregunta del cuestionario nos permitió generar un sistema de categorías para las 
acciones de enseñanza que proponían los EPPs en función de las características de la 
comprensión  que habían sido capaces de reconocer. Estas categorías fueron: 
x Sin acción.  No aporta ninguna acción significativa.    
x Acción procedimental. Acciones centradas en los procedimientos. 
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x Acción conceptual sin relaciones. Acciones centradas en los significados de los 
elementos matemáticos pero sin establecer relaciones entre los distintos elementos 
matemáticos y/o modos de representación.  
x Acción conceptual con relaciones. Acciones centradas en los significados de los 
elementos matemáticos estableciendo relaciones entre los distintos elementos 
matemáticos y/o modos de representación.  
x Acción de tematización. Acciones centradas en que el estudiante sea capaz de pasar 
de la acción implícita a la utilización consciente, es decir, a la conceptualización de 
la derivada de una función en un punto.   
 
Por ejemplo, CML (figura 6), propone acciones conceptuales sin relación para el 
estudiante 2. Mientras que para el estudiante 1 y 3 propone acciones conceptuales con 
relaciones al proponer textualmente “haría hincapié en la segunda tarea y como 
podemos relacionar con otros conceptos más allá de su propia definición”. 
 
 
Figura 6. Respuesta de CML a la tercera pregunta del cuestionario  
 
Desde el análisis conjunto de los elementos matemáticos y las características de la 
comprensión, de los estudiantes de bachillerato, identificadas por los EPPs, generamos 
descriptores para caracterizar la competencia docente “mirar con sentido” en seis 
grupos: 
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El estudiante CML estaría en G5 ya que ha identificado los elementos 
matemáticos en todos los modos de representación pero solo ha identificado 
características de dos niveles de la comprensión de los estudiantes de bachillerato sobre 
la derivada de la función en un punto.  
Discusión 
El objetivo de esta investigación es caracterizar la competencia docente “mirar 
con sentido” el pensamiento matemático de los estudiantes en el dominio específico de 
la derivada de la función en un punto y generar descriptores que pudieran indicarnos 
grados de desarrollo de esta competencia. Para Mason (2002) una manera de tener una 
mirada “estructurada” en relación a los aspectos relevantes en una situación de 
enseñanza era el ser consciente de cómo se está “mirando”. Este aspecto se ha intentado 
poner de manifiesto en esta investigación a través del análisis de discurso generado por 
los EPPs cuando describían e interpretaban las resoluciones de estudiantes de 
bachillerato a problemas de derivadas. Los resultados obtenidos indican que aunque los 
EPPs podían tener una formación matemática adecuada para este contenido matemático, 
resulta difícil para algunos de ellos describir las resoluciones de los estudiantes de 
bachillerato usando los elementos matemáticos del concepto y en reconocer las 
características de la comprensión de los estudiantes. Esta dificultad puso de manifiesto 
cierta falta de “consciencia” explícita sobre los elementos matemáticos que intervenían 
en la resolución de los problemas realizados por los estudiantes y su papel en 
determinar su comprensión. Este resultado pone de relieve el hecho de que tener un 
cierto nivel de conocimiento del contenido matemático no implica el ser capaz de hablar 
de cómo ese contenido aparece en la resolución de un problema realizada por un 
estudiante de bachillerato y generar información sobre su comprensión. 
Por otra parte, Sherin et al. (2002) indicaban que un aspecto característico de la 
competencia docente “mirar con sentido” es el ser capaz de relacionar evidencias 
específicas a perspectivas más amplias sobre el aprendizaje. Este aspecto se pone de 
manifiesto en nuestra investigación a través de las interpretaciones generadas por los 
EPPs sobre la comprensión de la función derivada en un punto de los estudiantes de 
bachillerato y su vinculación de actividades que proponían (decisiones de acción). Los 
resultados obtenidos indican que este aspecto fue más difícil de conseguir. Estos 
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resultados, aunque esperados, debido a que los EPPs no habían recibido instrucción 
específica sobre la comprensión de la derivada en alumnos de bachillerato, ponen de 
manifiesto la especificidad del conocimiento sobre el aprendizaje de las matemáticas y 
que no deriva necesariamente del conocimiento de matemáticas. 
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